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1. Generalidades

Como es bien sabido, la ldgica epistémica trata sobre aquellos razonamientos
que los agentes de un cierto grupo hacen o pueden hacer sobre lo que otros agentes, o
ellos mismos, saben o ignoran®. La forma habitual de introducir el concepto de
conocimiento es tratar esta lIdgica como un tipo de légica multimodal, de forma que
para cada agente a; del conjunto A agentes afiadiremos el operador K, ;> con el
significado "a; sabe que ...". Es frecuente también introducir como signo derivado el
dual del operador de conocimiento, que escribiremos I?al. y que definimos:

Kai(p =def _‘Kai_'q)-

El lenguaje LLEP de 1a I6gica epistémica proposicional queda pues definido
de la siguiente forma:

@ == p|a|e AP[K,,

Por supuesto, resulta féacil extender la sintaxis para obtener una ldgica
epistémica de primer orden, pero eso es algo de lo que hablaremos un poco mas
adelante.

Es también sabido que, igual que ocurre con otras Idgicas modales, podemos
disponer de un cierto nimero de sistemas de logica epistémica, que podemos
caracterizar tanto axiomaticamente como desde un punto de vista semantico. Los mas
conocidos de estos sistemas axiomaticos para m agentes se denominan T;,,, S4,,, ¥
S5, Ty, se caracteriza por los siguientes axiomas y reglas:

Al: Todas las tautologias de la ldgica proposicional

! La obra fundacional sobre légica epistémica es Hintikka, 1962. Para el lector que quiera
profundizar en este tema, dos obras clasicas de referencia son Fagin, 1995, y Meyer. J.J. y van
der Hoek, 1995.
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A2: Kqp ANKg (9 > ¢) > Kb
A3 Ky = ¢
'
_®
Rl.T
R2:—2
Kai(P
Si en lugar de T, queremos trabajar con S4,,, deberemos afiadir el llamado
axioma de introspeccion positiva:
ALKy @ = Ko Ko,
Por Gltimo, si deseamos trabajar con el sistema S5,,,, deberemos afiadir el que
se conoce como axioma de introspeccion negativa:
A5:=Kg ¢ = Ky —Kq, 0.

El axioma A3 es el que caracteriza al conocimiento (por oposicién a la
creencia, por ejemplo), y no resulta demasiado problematico. El axioma A2 ha dado
lugar a una interesante y fructifera discusion sobre el llamado problema de la
omnisciencia l6gica®; y otro tanto sucede con la regla R2. Esta es sin duda una
cuestion apasionante, pero no es la que queremos discutir aqui. Nuestra discusion se
centrara en el algo mas modesto A5. Un axioma tenido por contraintuitivo pero que
ha terminado por imponerse en la literatura. Nuestra pretension es discutir por qué
resulta contraintuitivo; y la conclusién a la que llegaremos es que su aspecto poco
natural se debe a cuestiones relacionadas con la I6gica epistémica de primer orden, y
no con el nivel proposicional. Estas cuestiones estan, ademas, relacionadas con dos
viejas conocidas de la l6gica modal: la Formula Barcan y su conversa.

Pero antes de abordar abiertamente estas cuestiones es conveniente recordar
algunas cuestiones elementales sobre la semantica de la I6gica epistémica. Como es
bien sabido, el tratamiento habitual es la semantica kripkeana de mundos posibles, en
la que, dados un conjunto no vacio P de variables proposicionales y un conjunto <A
de m agentes, definimos un modelo M como una estructura
M= (W, Rg, ,Ram,v), tal que W # @ es un conjunto de indices 0 mundos
posibles {s,t,u, -+ }; v:P X W + {0,1} es una funcién de evaluacién que
asigna a cada variable proposicional un valor de verdad en cada mundo posible s (lo
que escribiremos: v(s,p) =1 6 v(s,p) = 0); y por ultimo, R,, < W? (para
a; € A) es una relacion binaria entre mundos posibles que representa la nocion
intuitiva de accesibilidad desde un mundo posible a otro para un sujeto dado a;.

2 Tal vez el articulo mas conocido en torno a estas cuestiones sea Hocutt, 1972.
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Una vez establecido el concepto de modelo kripkeano, es facil definir la
nocién de verdad de una férmula ¢ en un mundo posible s de un modelo dado M (en
simbolos, M, s E ¢) de forma que respetemos nuestras intuiciones bésicas sobre los
operadores epistémicos. Los operadores proposicionales, por supuesto, se definen de
la forma habitual. Para el caso del operador K, el concepto de verdad de una férmula
en un mundo posible se define:

M, s E Ky, siysolosi (en adelante, syss) M, t = ¢ para todo t tal que
SRyt
En cuanto a su dual, resulta ya bastante simple de definir:
M,s E I?al.(p syss M, t = ¢ paraalgin t tal que SR, t.

Es facil demostrar que las propiedades de la relacion de accesibilidad son las
que determinan qué foérmulas son validas en un sistema dado; de modo que los
axiomas Al y A2, asi como las reglas R1 y R2, son validos en todos los modelos
kripkeanos; el axioma A3 es valido en todos los modelos kripkeanos en los que la
relacion de accesibilidad es reflexiva (abreviadamente, en todos los modelos
reflexivos); A4 es valido en todos los modelos reflexivos y transitivos y A5 es valido
en todos aquellos modelos en los que la relacion de accesibilidad es reflexiva,
simétrica y transitiva.

2. Introspeccion negativa

Tendremos que volver mas adelante a la semantica para extenderla a la I6gica
de primer orden; pero es mejor no adelantarse a los acontecimientos, asi que dejemos
la semantica de la I6gica epistémica de primer orden para cuando la necesitemos y
volvamos al tema principal: el axioma de introspeccion negativa.

La cuestion es por qué nos resulta contraintuitivo el axioma de introspeccion
negativa. Con la introspeccion positiva no parece haber tantos problemas: podemos
admitirla constatando, con Hintikka, que a su vez apela a toda la tradicion filoséfica,
que saber que uno sabe algo equivale a saber algo simpliciter.

Con la introspeccion negativa, en cambio, nuestras intuiciones no resultan tan
significativas. Hintikka, en este caso, contesta recurriendo a la més técnica nocion de
implicacion virtual:
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Notese, sin embargo, que uno puede dejar de saber a menos que resulte ser tan
sagaz como Sdcrates aquello que ignora. Porque "—1K,p" no implica (virtualmente)
"K,—K,p" como puede comprobarse facilmente.®

Pero, ;qué significa la nocion de implicacion virtual? Hablando algo
toscamente, no consiste mas que en la imposibilidad de construir un modelo que haga
verdadera a una de ellas y falsa a la otra. Asi definida, es cierto que K, ¢ implica
virtualmente K, K, @, mientras que =K, ¢ no implica virtualmente K, =K, @, pero
s6lo porque Hintikka ha decido aceptar que la relacion de accesibilidad es transitiva,
pero no simétrica.

&Y cudl es la razén por la que considera que la relacién de accesibilidad no es
simétrica? La respuesta, en este caso, resulta algo mas oscura:

Puede verse que la relacion no es simétrica. Para ello, recordemos que un
conjunto modelo U, es una alternativa a (4 si, y solo si, intuitivamente hablando, no
hay nada en el estado de hechos descrito por el primero que sea incompatible con lo
que alguien sabe en el estado de hechos descrito por el segundo. Ahora bien, no esta
obviamente excluido por lo que yo sé ahora que debiera saber mas que lo que ahora
sé. Sin embargo tal conocimiento adicional puede muy bien ser incompatible con lo
que, en la medida de mis conocimientos, ahora es todavia posible.*

Vemos que la argumentacién dista mucho de ser clara. Ademas, términos
como "ahora" o "todavia" tienden a introducir una interpretacion temporal que no
hace sino afiadir complejidad a la cuestion. Tal vez el analisis de un par de ejemplos
contribuya a aclarar nuestras intuiciones.

Empecemos con un ejemplo a favor del axioma de introspeccion negativa.
Supongamos cuatro jugadores, digamos Ana, Berta, Carlos y David, jugando una
partida de cartas. Supondremos, como es habitual, que los agentes son razonadores
perfectos; pero también, y esto es importante, que se trata de una baraja estandar sin
trucar —esto es, a la que no sobra ni falta ninguna carta— y que todos los agentes
conocen la composicién de la baraja. Por ejemplo, todos saben que hay exactamente
cuatro reinas, etc. Para evitar los problemas relacionados con el tiempo y la memoria,
podemos concentrarnos en el primer momento del juego.

Imaginemos ahora que el juego es tal que a cada jugador se le reparten dos
cartas, una boca abajo y otra boca arriba, de forma que todos los jugadores pueden
verla. Imaginemos también que en este primer reparto la carta visible de cada jugador

% Hintikka, 1962, Sec. 5.2. Tanto esta cita como la siguiente estan tomadas de la traduccion
espafiola: Saber y Creer. Una Introduccion a la Légica de las Dos Nociones. Tecnos. Madrid
1979. Traduccion y prélogo de J. Acero.

* Ibid. Sec.3.3.
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es una reina. Aparte de que las cartas no estdn bien barajadas, ¢qué conclusiones
puede sacar cada jugador?

Si Ana, por ejemplo, se pregunta por las cartas de Berta, concluira que la carta
oculta no es, por ejemplo, la Reina de Corazones, puesto que esta carta ya estd sobre
la mesa. Por lo demas, Ana no puede concluir nada mas, y sabe que no puede concluir
nada mas. Esto es, Ana no sabe si la carta oculta de Berta es, por ejemplo, el Rey de
Picas, y sabe que no lo sabe. El axioma de introspeccion positiva, por lo tanto, se
cumple.

Hasta aqui un ejemplo a favor del axioma de introspeccion negativa.
Desgraciadamente, las cosas no son tan faciles como esto, porque encontrar un
ejemplo en contra resulta extremadamente facil. Veamos uno.

Supongamos un determinado agente, digamos Antonio (en adelante, a) que
jamas ha oido hablar del fildsofo aleman Immanuel Kant y que, por supuesto,
tampoco conoce el titulo de ninguna de sus obras. Parece evidente que la proposicion
"a no sabe que Kant escribié la Critica de la Razon Pura" es verdadera. ;Lo es
también la proposicion "a sabe que no sabe que (si) Kant escribié la Critica de la
Razo6n Pura™?

La intuicién nos dice que no, puesto que para eso tendria que conocer al menos
la existencia del autor y de su obra. ¢(Nos dira lo mismo nuestra seméantica de modelos
Kripkeanos? VVeamos.

Sea s € W del modelo M un mundo posible que describe el mundo real, en
el que es verdad que Kant escribié la Critica de la Razdn Pura. Puesto que el agente a
no lo sabe, debe haber un mundo posible ¢ € W del modelo M tal que t es una
alternativa epistémica al mundo s para el agente a (en simbolos, SR, t) en el cual la
oracion "Kant escribid la Critica de la Raz6n Pura" es falsa. Si aceptaramos ademas,
hipotéticamente, que a sabe que no sabe que Kant escribi¢ la Critica de la Razén
Pura, tendriamos que exigir también que en todo mundo v accesible desde s (para el
agente a) sea verdad que a no sabe que Kant escribié la Critica de la Razén Pura. Es
decir, que haya un mundo posible accesible desde v en el que Kant no escribio la
Critica de la Razdén Pura; y esta condicién se cumple automaticamente si la relacion
de accesibilidad es, ademas de transitiva, simétrica. La razén es que al ser simétrica,
se cumple que VRS, puesto que SRv; y dado que también es verdad que SRt y que
la relacion es transitiva, se cumple que para todo mundo posible v accesible desde s,
VRt; y recordemos que t es precisamente, por hipotesis, un mundo posible en el que
Kant jamas escribié su primera critica.

Ahora bien, hemos dicho que a no sabe siquiera que Kant existe, y por
supuesto tampoco conoce sus obras. Si hemos de tomarnos esto como parte de la

Kairos. Revista de Filosofia & Ciéncia 4: 2012.
Centro de Filosofia das Ciéncias da Universidade de Lisboa 75



Emilio F. Gdmez-Caminero Parejo

descripcién del modelo, tendremos que aceptar que hay mundos posibles accesibles
desde s en los que o bien Kant o bien su primera critica, o ambos, ni siquiera existen.
La pregunta ahora es ¢puede ser simétrica la relacion de accesibilidad en un modelo
como éste? Aunque el asunto es técnicamente complejo y seria necesario precisar
algunas cuestiones, podemos anticipar que la respuesta es no: si un modelo tiene
dominios estrictamente decrecientes (0 antimonétonos), como es el caso de éste, la
relacién de accesibilidad no es simétrica; y lo mismo ocurre cuando trabajamos con el
tipo de dominios que Ilamamos. monétonos o crecientes.

3. Saltando al primer orden

Casi sin darnos cuenta, mientras discutiamos sobre el axioma de introspeccion
negativa, hemos pasado a hablar de diferentes tipos de dominios. Pero no se habla de
dominios en la semantica kirpkeana de mundos posibles. ;Qué ha ocurrido?

Lo que ha ocurrido es que al analizar ejemplos como el de la oracién como "a
no sabe que Kant escribid la Critica de la Razdn Pura" estdbamos dando por supuesto
que la estructura interna de la proposicion a la que afecta el operador de
conocimiento, "Kant escribi6 la Critica de la Razén Pura", era irrelevante a la hora de
tratar problemas epistémicos de importancia como el de la introspeccion negativa;
pero esto, formalizar estos ejemplos en el nivel proposicional, hurtaba un elemento
central de la discusion. Necesitamos movernos en el nivel de la l6gica de predicados
para darnos cuenta de un hecho trascendental: es posible que el individuo designado
por el nombre "Kant" ni siquiera exista en todos los mundos posibles de nuestro
modelo.

Parece, pues, que nos vemos obligados a dar el salto a la l6gica epistémica de
primer orden si es que queremos analizar adecuadamente estos problemas®. La
sintaxis que necesitamos es la extension natural de la légica de primer orden. La
semantica, en cambio, no deja de ofrecer algunos problemas de interés mas que
considerable. Desgraciadamente, algunas de las cuestiones que se plantean son
demasiado técnicas para tratarlas en tan reducidas dimensiones. En la medida de lo
posible, remitiremos a la bibliografia cuando nos encontremos con demostraciones
demasiado extensas que, por ser sobradamente conocidas, no aportan demasiado a la
discusion.

Para empezar, debemos adoptar alguna decision sobre el uso de las constantes
individuales: hemos de decidir si designan a los mismos individuos en todos los

% Sobre I6gica modal de primer orden en general, Vid. Fitting, 1988.
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mundos posibles o, por el contrario, su referencia puede variar de un mundo posible a
otro. Por razones mas técnicas que estrictamente filosoficas, hemos decidido adoptar
la primera de estas posibilidades; es decir, consideraremos las constantes individuales
como lo que Kripke denominé "designadores rigidos"®. Esto, ademéas de evitarnos la
distincién entre modalidades de dicto y de re, sortea la cuestion de la identidad
transmundana.

Ademas, y con esto llegamos al punto central, necesitamos disponer de un
dominio de objetos; pero esto nos obliga a adoptar ciertos compromisos sobre los
objetos que existen en cada mundo posible, lo que dard lugar a semanticas
alternativas.

Una posibilidad es admitir un dominio Gnico comdn a todos los mundos
posibles de un modelo dado; con lo cual pueden variar las propiedades que los
individuos tienen en un mundo respecto a las que tienen en otro, asi como las
relaciones que mantienen con otros individuos del dominio, pero no los individuos
propiamente dichos, que son los mismos en todos los mundos. Llamaremos a éstas
"seménticas de dominio constante".

Por contraposicién, hablaremos de "semanticas de dominios variables" para
referirnos a aquellas en las que cada mundo posible tiene un dominio propio, que no
coincide necesariamente con el de otros dominios del modelo. Podemos imponer,
ademas, la restriccion de que el dominio de cada alternativa epistémica contenga al
menos los mismos individuos que el del mundo desde el que es accesible. Esto es, si
denominamos D(s) al dominio del mundo s y D(t) al del mundo t; si SRy t,
entonces D(s) € D(t). Hablaremos en este caso de dominios crecientes o
monétonos. En el caso contrario, si SRy t, entonces D(t) S D(s), hablamos de
dominios decrecientes 0 antimondtonos. Ya veremos que segun que optemos por una
u otra de estas opciones obtendremos sistemas con diferentes formulas validas; la
formula Barcan, por ejemplo, es valida en todos los marcos’ variables con dominios
antimondtonos, y su conversa en los marcos con dominios monétonos. Por supuesto,
ambas son validas en los marcos de modelo constante.

3.1.Semantica de dominio constante

Para este tipo de semanticas no necesitamos mas que afiadir a nuestros
modelos el dominio © comln a todos los mundos. Asi, un modelo kripkeano

® Kripke, 1986.
" Toscamente hablando, un marco es un modelo sin funcién de interpretacion.
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extendido sera una estructura M = (D, W, Rai,---,Ran,v), y la funcién de

evaluacion v ya no es una funcién que asigna a cada variable proposicional en cada
mundo posible un valor de verdad, sino una funcién que asigna:
i.a cada constante individual un elemento del dominio, y
ii.a cada constante predicativa n-adica una n-pla ordenada de elementos del
dominio.
Asi pues:
av(s,a) €D
byu(s, P") € D"

Puesto que ademas hemos decidido considerar las constantes de individuo
como designadores rigidos; tendremos que imponer la siguiente condicion: para todo
s,t € W vy para toda constante individual a, v(s,a) = v(t,a) (para abreviar,
escribiremos v(a)en lugar de v(s, a), etc.)

La nocién de verdad de una férmula ¢ en un mundo s de un modelo M, que
como siempre escribiremos M, s E ¢, se define de la forma habitual, afiadiendo las
clausulas correspondientes a la légica de primer orden. Por simplicidad, no tendremos
en consideracion formulas abiertas; esto es, asignaremos valores de verdad tan solo a
las sentencias. La clausula para formula atémicas queda definida como sigue:

M,s = P(aq,,a,) syss{as, -, a,) € v(s,P)

Las condiciones de verdad para las conectivas proposicionales son las
habituales y las de los operadores epistémicos son las que acabamos de ver en el caso
proposicional. Las condiciones para los cuantificadores son las siguientes:

M, s = Vx@ syss M',s" E @(a/x) para toda M', s’ tales que s’ = sy

M’ =v(a) M
M,s E 3xp syss M',s" £ @(a/x) paraalgina M', s" talesque s’ = sy
M’ =v(a) M

La expresion @ (a/x) que aparece en estas dos clausulas denota el resultado
de sustituir uniformemente x por a en la formula ¢p. M’ =u(a) M significa que
M' = M salvo, a lo sumo, respecto al valor que la funcién de evaluacion v asigna a
la constante a.

Respecto a estos modelos con dominio constante, es interesante considerar las
que se suelen Ilamar, por analogia con la l6gica modal alética, Férmula Barcan y
Conversa de la Férmula Barcan® (respectivamente: FB y CFB):

FB: VxK,,@(x) = Ky, Vx@(x)

8 Sobre el papel de la formula Barcan y su conversa en légica modal alética, puede consultarse
el clasico Hughes, 1968.
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CFB: K, Vxg(x) - VxK, @(x)

Es fécil demostrar que todo modelo con dominio constante satisface ambas
formulas®. La razén es, toscamente hablando, que la Férmula Barcan expresa la
propiedad de antimonotonia y su conversa la monotonia; y naturalmente, todo modelo
constante es a la vez monétono y antimonétono.

Volvamos ahora al ejemplo de nuestro juego de naipes. Insistiamos al
describirlo en una caracteristica del juego que, por el hecho de ser la condicién
habitual, no se suele destacar; a saber, que se trataba de una baraja estandar sin trucar
cuya composicion conocen todos los agentes. En términos de nuestros modelos, esto
significa que en todos las distribuciones de cartas que los agentes consideran posibles
—en todos los mundos posibles— existen las mismas cartas, aunque probablemente
distribuidas de diferente modo. Esto es, que estamos trabajando con modelos
monotonos; y que por tanto deben cumplirse tanto CFB como, y esto nos interesa
especialmente, FB.

¢ Qué nos dice nuestra intuicién? Exactamente lo mismo, veamos un ejemplo

Supongamos que a (la Ana del juego) sabe de cada una de las cartas que
realmente existen en la baraja que es o bien roja o bien negra (pero no ambas cosas,
claro). Entonces también es verdad que a sabe que todas las cartas son o rojas o
negras; puesto que no considera posible que haya alguna carta de otro color de la que
ella no tenga noticia. Puesto que el mismo argumento se puede usar para cualquier
otro ejemplo que queramos poner, podemos considerar esto como una demostracion
intuitiva de que nuestro ejemplo cumple la férmula Barcan.

Volvamos ahora al axioma de introspeccion negativa (A5). Llamamos CS4,,
a la extension natural de la l6gica de primer orden con el sistema S4, para m agentes,
de logica epistémica (la C es por los dominios constantes), y CS5,, a la misma
extension con el sistema S5. ¢Qué decir de la formula Barcan? Pues bien, En el
sistema CS4,,, debemos afiadirla como axioma, ya que no se sigue del resto de los
axiomas de la teoria y sin embargo resulta valida en todos los modelos constantes. En
el sistema CS5,, por el contrario, no es necesario contar con ella como axioma
adicional; puesto que, al afiadir A5, FB se vuelve una férmula derivable en el
sistema™.

¢Quiere esto decir que para trabajar con este ejemplo necesitamos el axioma de
introspeccion negativa? No necesariamente. Ya hemos visto que se puede afiadir FB
al sistema S4 de logica epistémica. Pero si es cierto que resulta bastante natural, ya

® La demostracion puede verse, por ejemplo, en Fagin, 1995 y en Gémez-Caminero Parejo,
2011.
10 CFB se demuestra también en todos los sistemas més débiles.
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que sin mas que extender LPO con los axiomas de la logica epistémica, obtenemos
una caracterizacion adecuada de todos estos ejemplos que podriamos Ilamar
situaciones de omnisciencia existencial: aquellos en que todos los agentes tienen una
informacion completa de todo lo que existe.

Esta condicion, sin embargo, no tiene por qué cumplirse en todos los contextos
epistémicos. Lo normal, de hecho, es que no se cumpla.

Si hablamos de conocimiento, por ejemplo, y nos cefiimos a un determinado
campo —fildsofos clasicos y sus obras, en el ejemplo anterior— lo natural es que
algunos agentes ignoren la existencia de ciertos autores u obras (no tendremos en
cuenta la posibilidad de que tengan creencias falsas). Estos casos, que podemos
denominar situaciones de ignorancia existencial positiva'* quedan adecuadamente
descritos por modelos con dominios antimon6tonos o decrecientes, que como hemos
dicho son modelos en los que dados s,t € W del modelo en cuestion M, y dado un
agente cualquiera a; perteneciente al conjunto <A de agentes, si sRait, entonces
D(t) € D(s).

Podemos estar tentados de tratar también situaciones de ignorancia existencial
negativa, en la que ciertos agentes podrian no saber que ciertos individuos no existen,
pero parece mas natural utilizar para ello el concepto de creencia, y expresar esto
diciendo que "es compatible con las creencias de a que el individuo ¢ exista" —en
signos, B,E(c)*—. Este tratamiento permite expresar también la creencia en la
existencia de seres que realmente no existen; lo cual, por supuesto, no es posible con
el concepto de conocimiento. El tratamiento de estas situaciones de falsa creencia
existencial, que es como debemos considerarlas, exige el uso de modelos con
dominios monétonos o crecientes™.

Resulta atractiva la idea de combinar ambos enfoques en una légica
epistémico-doxastica con modelos antimondtonos respecto a la relacion de
accesibilidad epistémica pero mondtonos respecto a la doxastica. Esta es una
propuesta interesante que atn no hemos emprendido.

1 Entendida como ignorancia de la existencia; por oposicién a la ignorancia existencial
negativa, o ignorancia de la inexistencia, de la que hablaremos a continuacion.

12 € es el predicado de existencia, del que hablaremos mas adelante.

1% puesto que hemos visto que estas situaciones deben estudiarse en el contexto de una légica
doxastica, en adelante nos limitaremos a la que hemos denominado ignorancia existencial
positiva. Cuando hablemos de ignorancia existencial, sin mas, nos estaremos refiriendo a ella.
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3.2.Semantica de dominios variables

Estamos llegando, con esto, al ndcleo central de nuestra argumentacion:
sostenemos que el axioma de introspeccion negativa resulta contraintuitivo porque la
mayoria de las situaciones que podriamos considerar naturales son situaciones de
ignorancia existencial, y tales situaciones requieren ser formalizadas en una logica de
dominios variables antimonétonos. La razén por la que esto es un obstaculo para
aceptar A5 es que en el sistema S5 la relacion de accesibilidad es reflexiva, y por
tanto todo modelo con dominios antimono6tonos es también mondtono, y por tanto
constante'®. Pero antes de argumentar esta posicién, debemos hablar, siquiera
someramente, de los modelos de dominios variables.

Para trabajar con este tipo de modelos es interesante contar con el predicado de
existencia €, que hemos mencionado hace un momento. Tal predicado puede ser
introducido como primitivo, Pero también se puede definir
como€(c) =ger Ix(x = C)

Tal formula, por supuesto, es valida en una logica clasica de primer orden, y
también en nuestra légica de dominios constantes, pero no lo va a ser en una légica de
dominios variables. De manera que £(c) va a resultar verdadera precisamente en
aquellos mundos en los que el individuo designado por la constante ¢ existe.

La semantica de este tipo de l6gicas requiere un dominio especifico D para
cada mundo posible s; ademas del dominio © del modelo, que debe cumplir que
D={D;UD; U} (paratodo s,t, -+ € W, de la estructura M). Hay varias
maneras posibles de presentar esto, una de ellas es ampliar la definicion de la funcién
de evaluacion v de forma que asigne a cada mundo posible un subconjunto de D. Un
modelo kripkeano extendido variable es como antes una estructura M =
(D,W, Rai,-'-,Ran,v), donde W'y Rg,,, Rq,, se interpretan como hasta
ahora, © es un conjunto no vacio de individuos y v es una funcién de evaluacion tal
que:

av(s, D) € P(D) (escribiremos D, en lugar de v (s, D)).

byu(s,a) € D (como anteriormente, estipulamos que para todo s,t € W,
v(s,a) = v(s, a); por lo que abreviaremos escribiendo simplemente v(a)).

cu(s,P™) € D™

14 Técnicamente no se tratarfa de un modelo de dominio constante, sino de un modelo de
dominio localmente constante; pero estos dos tipos de modelos son equivalentes en el sentido
de que el conjunto de férmulas validas es el mismo en ambos.
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La verdad de una formula en un mundo posible s € W de la estructura M se
define de forma semejante al caso de los dominios constantes. EI cambio més
relevante es el que se refiere a los cuantificadores:

M,s E Vxqp syss M,s & @(a/x) para todo M', s tales que s
M' = M[v(a)/s]

M,s E 3x syss M,s E @(a/x) para algin M', s’ tales que s = s’ y
M' = M[v(a)/s]

Il
U’\
<

La expresion M’ = M[v(a)/s], (que leeremos “M' es una variante de M
para a en s™) significa que M' difiere de M a lo sumo en el valor que la funcién de
evaluacion asigna a la constante a y que ademas este valor pertenece a Ds.

La intuicion que subyace a estas clausulas es que el &mbito de variabilidad de
los términos es el dominio del modelo, mientras que el de los cuantificadores es el
dominio de cada mundo posible, de manera que puede ocurrir que una formula de la
forma Vx¢(x) sea verdadera en un mundo s de un modelo M, y que sin embargo
@(t) sea falsa en ese mismo mundo, siempre que v(t) no pertenezca a Ds. Por
ejemplo, en el mundo real es verdad que todos los hombres son mortales, y también
que Aquiles era inmortal (salvo por un pequefio problema con el tal6n); el que ambas
€0sas no supongan inconsistencia se debe, por supuesto, al hecho de que Aquiles no
es un personaje real.

Esta seméntica tiene la peculiaridad de que, si bien las constantes individuales
designan a un mismo individuo del dominio en todos los mundos posibles, ese
individuo no existe necesariamente en cada uno de ellos. Esta es una caracteristica
propia de una familia de l6gicas conocidas como Légicas Libres'. Obsérvese que la
funcion de evaluacion v asigna a cada predicado n-adico, en cada mundo posible s,
un conjunto de n-plas ordenadas de D,,, y no de a Dy; de manera que una férmula de
la forma P (a) puede ser verdadera en un mundo posible s incluso en el caso de que
a & Dg; y por tanto, M, s = =& (a). Cuando esto ocurre, se habla de una ldgica
libre positiva. Hay otras opciones interesantes, tanto desde un punto de vista técnico
como filosofico, pero no las tendremos en consideracion en este lugar.

Hemos mencionado anteriormente la posibilidad de imponer a nuestros
dominios variables las condiciones adicionales que llamamos monotonia (i SRal.t,
entonces D(s) S D(t)) y antimonotonia (si SRy;t, entonces D(t) & D(s)).
Por supuesto, los modelos de dominio constante son a la vez mondétonos y
antimonotonos; pero los modelos de dominios variables pueden tener o no estas dos

5 Una buena presentacién de las légicas libres se encuentra en Priest, 2008. Sobre Ldgica
Epistémica Libre, en particular, aunque con una presentacion algo diferente, Lenzen, 2001.
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propiedades. Por supuesto, pueden tener ambas propiedades a la vez; pero entonces se
trata de dominios localmente constantes; que, como hemos dicho, satisfacen las
mismas formulas que modelos de dominio constante.

Es el momento de volver a otro punto que anticipabamos al principio de este
trabajo: la propiedad de antimonotonia es expresada por la Férmula Barcan y la
monotonia por su conversa. Efectivamente, respecto de la semantica que acabamos de
eshozar es posible demostrar estos dos teoremas™:

Teorema 1: Sea F* el conjunto de todos los marcos' kripkeanos con
dominios monétonos. Se cumple que F E K, VxP(x) - VxK, P(x) syss
FeFT

Teorema 2: Sea F ~ el conjunto de todos los marcos kripkeanos con dominios
antimonétonos. Se cumple que F = VxK, P(x) = K, VxP(x) syssF € F~.

¢Qué tiene que ver esto con las situaciones de ignorancia existencial y
omnisciencia existencial de las que estamos hablando? Es facil de ver si sustituimos
en las dos formulas anteriores la letra predicativa P por el predicado de existencia &.
Combinando CFB y FB tenemos:

Kq VxE(x) © VxKq E(x)

La parte de la izquierda de esta equivalencia es trivial: nos dice tan s6lo que a;
sabe que todo existe, lo cual es siempre verdad de las cosas que existen en cada
mundo posible (que bien podrian ser distintas). La parte de la derecha, en cambio,
dista mucho de ser trivial: nos dice que de todo lo que existe (en el mundo concreto
en el que evaluemos) a; sabe que existe. Y puesto que la parte izquierda es valida en
todos los mundos posibles y la relacién de accesibilidad es simétrica (nos movemos
en S5), tampoco puede suceder que el agente considere posible la existencia de mas
seres de los que existen en el mundo real, ya que en ese mundo posible el agente debe
saber que esos seres existen; y por tanto, existirdn también en todos los mundos
accesibles desde é€l, incluido el real. Resumiendo, esta formula caracteriza
adecuadamente lo que hemos dado en llamar situaciones de omnisciencia existencial.

Atemos por fin los Gltimos cabos de nuestro argumento. Hemos mencionado, y
es sobradamente conocido, que el Axioma de Introspeccién Negativa caracteriza
sintacticamente el sistema S5 de logica epistémica, que a su vez se caracteriza

® No presentamos la demostracién de estos dos teoremas. El lector interesado puede
consultarlas, por ejemplo, en Fagin, 1995 o en Gomez-Caminero Parejo, 2011.

7 Como ya hemos dicho, un marco es un modelo sin funcién de interpretacién. Por razones
técnicas, hablamos de marcos y no de modelos; igual que presentamos la Férmula Barcan y su
conversa como férmulas concretas, y no como esquemas de férmulas. Pero esto no afecta al
nucleo de la cuestion; a saber, que la Férmula Barcan caracteriza la propiedad de antimonotonia
y su conversa la monotonia.
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semanticamente porque la relacion de accesibilidad es reflexiva, simétrica y
transitiva. Ahora bien, en una relacion tal todo modelo monétono es a la vez
antimonaétono; y por tanto, localmente constante. Ya hemos visto que en los modelos
de este tipo valen tanto la Formula Barcan como su conversa; y que estas dos
férmulas, instanciadas con el predicado de existencia, caracterizan las situaciones que
hemos denominado de omnisciencia existencial. Tales situaciones, por supuesto,
pueden darse; pero solo en contextos restringidos y artificiales. Esta es la razén de
que el axioma A5 nos resulte tan antinatural.

4, Conclusiones

Nuestro propdsito en este trabajo era intentar determinar por qué el
denominado Axioma de Introspeccion Negativa, por lo deméas, ampliamente aceptado
en la literatura, resultaba tan poco natural para nuestro sentido comdn. El analisis de
un par de ejemplos nos llevo a la conclusion de que debiamos fijarnos en la I6gica de
primer orden. Una primera version de la légica epistémica de primer orden se obtiene
utilizando una semantica de dominio constante, que da lugar a la extension natural de
la l6gica clésica de primer orden. Esta Idgica, en la que valen tanto la Férmula Barcan
como su conversa, tiene la limitacion de que sélo podemos tratar el tipo de
situaciones en las que los agentes saben exactamente cuales son los objetos del
dominio, ni ignoran la existencia de ninguno de ellos ni consideran posible la
existencia de seres que no existan realmente.

Es tipo de situaciones, por supuesto, se da, pero son infrecuentes y artificiales,
lo cual nos lleva a trabajar con semanticas donde los elementos del dominio pueden
cambiar de un mundo posible a otro y en las que es posible considerar situaciones de
ignorancia existencial positiva (dejamos para otro momento la falsa creencia
existencial). Esta ignorancia existencial queda adecuadamente caracterizada por una
semantica de dominios antimondétonos o decrecientes. Ahora bien, es bien sabido que
el Axioma de Introspeccion Negativa caracteriza el sistema S5 en que la relacion de
accesibilidad es reflexiva, simétrica y transitiva y en la que todos los modelos
antimonotonos son también mondtonos, y por tanto constantes; por lo que de nuevo,
valen tanto la Férmula Barcan como su conversa. Estos modelos siguen pues
caracterizando la situacion de omnisciencia existencial, que es precisamente la
situacién que queriamos evitar.

Si, como sostenemos, la situacion mas natural es la que denominamos
ignorancia existencial positiva y queda adecuadamente descrita por una semantica de
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dominios antimondétonos, necesitamos una logica epistémica libre con los axiomas
A1-A4 més la Férmula Barcan, pero no su conversa'®.

Ha llegado la hora de responder a la pregunta planteada en el titulo de este
articulo: ¢era realmente Sécrates tan sabio?

iNaturalmente que si! Incluso sin considerar nuestro axioma, es obvio que
reconocer la propia ignorancia exige sabiduria. Si lo que Socrates hubiera querido
decir es que de cada proposicion que ignoraba, sabia que la ignoraba, que no es el
caso, eso implicaria saber exactamente todo lo que existe en el mundo; y esto, sin
duda, es una sabiduria inalcanzable.

18 Estudiamos estas posibles combinaciones en Gémez-Caminero Parejo, 2011.
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