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O Conceito Geral de Variedade e as Formas Seriais de Herbart

Como pode um matemético delinear uma visdo fundacional-mente nova de
uma disciplina mateméatica? Pode virar-se para a filosofia da matematica e falar sobre
matematicas, isto é, a um meta-nivel, reflectindo sobre o seu prdprio trabalho e o de
outros matematicos. Ou pode tentar esbocar a arquitectura da nova disciplina
matematica em questdo. Neste Ultimo caso tem de introduzir conceitos, construgdes e
teoremas como tijolos técnicos centrais de uma teoria matematica. Normalmente, ele
pode gizar sobre toda a rede de resultados de outros cientistas, o que aproxima a sua
visdo da tradicdo e atenua a novidade dos seus resultados. Assim, se € uma quebra
epistemoldgica que se intenciona, tem de se tomar partido de pelo menos alguns
elementos da primeira aproximacao, mais filosofica. As ocasides para viragens
epistemoldgicas agudas sdo raras na historia das matemdticas. A contribuicdo de
Riemann para a geometria € um dos mais proeminentes exemplos.

Como bem se sabe, Riemann organizou a sua abordagem a geometria em torno
do novo conceito de variedade (Mannigfaltigkeit), o qual, por razdes evidentes, ndo
podia definir num sentido matematico técnico. Como tal, fé-lo de um modo semi-
filoséfico, trabalhando consciente e cautelosamente sobre pistas de C. F. Gauss, que
tinha falado geometricamente sobre ndmeros complexos (Gauss, 1831) e J. F. Herbart
que tinha defendido o uso de uma figuracdo imaginativa geométrica em todo o tipo de
formagBes conceptuais, as suas denominadas formas seriais (Reihenformen). Em
termos vagos, uma forma serial continua é produzida na imaginacdo quando uma
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classe de imagens mentais, ou representacdes (Vorstellungen), é sujeita ao que
Herbart chamou uma fusdo gradual (abgestufte Verschmelzung), isto é, uma fusao
mental que ndo destroi cada representacdo individualmente tomada, mas aglutina-as,
resultando dai que uma transicdo continua de uma para outra se torna possivel
(Herbart, 1825, 193*). Riemann n#o se preocupou muito com a teorizac4o ontolégica
especifica que Herbart deu deste processo, prima facie psicologico, de formagao de
conceitos, naquilo que Herbart chamou de sinecologia (Synechologie).

Riemann antes preferiu aludir, apenas vagamente, a esta concepgao
Herbartiana (1854, pp. 160-161 deste dossier). Pressupds a existéncia de conceitos,
matematicos ou ndo, que podem surgir como resultado de uma “fusdo gradada” nas
formas seriais?. Apropriou-se do resultado e abriu-o a consideracdes mateméticas,
assim formando o0 seu conceito de grandeza de multipla extensdo (mehrfach
ausgedehnte Grosse) ou variedade.

Reformulando a sua abordagem brevemente: em contraste com uma
aproximagdo tedrica estabelecida, Riemann pressupds um conceito tomado de um
qualquer campo de investigacdo, e como tal pré-existente num certo sentido
epistémico em ambos os niveis da logica tradicional, intensdo (definida por
propriedades, nos termos do campo especificado) e extensdo (provida de um conjunto
de instancia¢do bem definido). Para Riemann, o aspecto extensional do conceito foi
de primeira importdncia, com relativamente pouca penetracdo nas questfes
fundacionais relacionadas. Tirando umas esparsas — mesmo a luz dos posteriores,
importantes, desenvolvimentos da teoria dos conjuntos — observacBes sobre
variedades finitas ou discretas, Riemann avancou directamente para esses casos onde
as especificagbes particulares do conceito admitem transicdes continuas. Tal deveria
ser tomado num sentido intuitivo, pois 0 conceito de continuidade sd viria a ser
analisado matematicamente ap0s as definicbes formais dos nimeros reais terem
surgido e as ideias tedricas sobre os conjuntos terem sido formuladas, ou seja, nao
antes de 1870/80°. A abordagem de Riemann foi, de algum modo, paralela a
introducdo das formas seriais de Herbart; mas Riemann especificou ainda mais a
ideia, através de uma sucessiva reconstrugdo local, num sentido quase-cinematico, por
pardmetro-1, pardmetro-2, ..., pardmetro-(n-1) e, finalmente, a variagdo pardmetro-n
na determinacdo das especifica¢bes do conceito. Nestes casos, ele admitiu a evidente,

! Um asterisco numa citagio de Herbart indica que Riemann leu e seleccionou a passagem correspondente
durante os seus estudos da filosofia de Herbart. Para mais detalhes, ver [Scholz, 1982a].

2 Riemann enfatizou, contudo, que, de acordo com a sua posicdo e em contraste com a de Herbart, tais
formas seriais continuas (Herbart) ou grandezas extensivas (Riemann) sdo muito mais frequentes nas “altas
matematicas” do que noutras areas do conhecimento.

% Cf. [Johnson 1979/1981, 1987], [Moore, 1989].
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mas drasticamente generalizada, terminologia geométrica de ponto para uma
especificacdo particular do conceito geral (variedade).

Outro aspecto desta reconstrucdo local é, de acordo com Riemann, a
possibilidade de introduzir sistemas com n-fungdes, cujos valores separam
(localmente) pontos na variedade. Isto conduz a sistemas de coordenadas que tornam
a variedade acessivel as construcdes matematicas e a posteriores investigacdes. Neste
ponto, Riemann até aludiu & possibilidade de variedades a infinitas dimensdes”. Esta
abordagem é semelhante a da introducdo moderna das variedades topoldgicas,
diferenciais, riemannianas, etc; sendo contudo o papel do espago topoldgico tomado,
em sentido vago, por um tipo Herbartiano de forma serial, sustido na intuicio
matematica.

Geometria Diferencial

Logo na sua comunicacdo inaugural (1854), Riemann apontou claramente para
uma distincdo basica entre as investigacdes matematicas que sdo possiveis nas
variedades, entre aquelas que sdo «independentes da medicdo» (analysis situs), e
aquelas que assumem estruturas métricas (geometria diferencial). Embora Riemann
aludisse apenas muito brevemente na sua comunicagdo ao primeiro ramo desta
divisdo (analysis situs), restringindo-se, a esse respeito, a reconstrucdo local e a
escolha de coordenadas em R™, era ja bastante claro para ele que a teoria topoldgica
das variedades era por si sO um assunto matematico desafiante e promissor.
Retornarei a este ponto na proxima seccdo deste artigo.

O principal assunto da comunicacdo de Riemann, contudo, era geometria
métrica de variedades, o qual ele introduziu como uma profunda generalizacdo da
geometria diferencial de superficies de Gauss. E verdade que Gauss tinha preparado o
caminho para Riemann da melhor maneira possivel, desenvolvendo a natureza
intrinseca da geometria métrica das superficies no seu Disquisitiones generales circa
superficies curvas (1828)°; e Riemann (1854, pp. 160-161 deste dossier), muito

* “Repetindo este processo n vezes, a determinacéo da posicdo numa variedade de extensio a n-dimensdes
é entdo reduzida a n determinacdes da grandeza, e como tal a determinagdo da posi¢do numa dada
variedade, quando isso é possivel, é reduzida a um numero finito de determinagdes quantitativas. Ha
variedades nas quais a determinacdo da posi¢do ndo requer um nimero finito, mas ou uma série infinita ou
uma variedade continua de determinagdes da grandeza. Tais variedades formam, por exemplo, as possiveis
determinagdes de uma fungdo para uma dada regido, as formas possiveis de uma figura no espago, e por ai
fora.”, Riemann, 1854, p. 163 deste dossier.

® Em particular, desenvolveu o papel central do Theorema egregium (a determinagdo intrinseca da
curvatura da superficie) e o Theorema aureum (a soma dos angulos de triangulos geodésicos).
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claramente, referiu-se a isso. N&o obstante, o conceito de Gauss estava severamente
restringido por aderir ao quadro conceptual do espaco euclidiano. As suas superficies
estavam sempre inseridas no espaco euclidiano tridimensional, mesmo se a sua
investigacdo métrica conduzia a aspectos intrinsecos. A autonomia do objecto
geomeétrico (aqui: superficie) era apenas visada implicitamente; Gauss ndo o afirmou
explicitamente, nem o podia fazer no seu contexto. Como tal, Gauss néo se atreveu a
formular conceptualmente esta autonomia, pois preferiu aceitar as delimitagdes da
“filosofia euclidiana” da geometria, pelo menos nos seus escritos publicados. Esta
restricdo apenas permitiu generalizagbes do pensamento geométrico como analogia,
figuracdo imaginativa, ou metéfora noutros contextos matematicos.

Isso mudou completamente com Riemann. O seu conceito de variedade foi
formado exactamente para transformar figuracdo imaginativa e metafora em conceitos
estritamente matematicos de um quadro geométrico generalizado, assim libertando o
pensamento geométrico da camisa-de-for¢as euclidiana. Introduziu o conceito de
variedade métrica (Mannigfaltigkeit mit Massbestimmung), daquela maneira famosa,
através da seleccdo de uma forma diferencial quadratica positiva determinada,

ds? = Zi,j gL]dedx](lﬁ l,] < n),

a qual o permitiu transferir construcdes essenciais da teoria das superficies de
Gauss para a geometria generalizada das variedades.

Mais importante a este respeito foi a transferéncia do conceito de curvatura
para as variedades. Na sua comunicacdo inaugural, Riemann fé-lo introduzindo a
curvatura seccional de um elemento infinitesimal da superficie, mesmo que apenas
com uma descri¢do do procedimento para o derivar, mas sem dar uma formula geral
explicita. Isto permitiu-o falar sobre variedades de curvatura constante como um elo
de ligagdo entre a teoria geométrica diferencial geral das variedades, e a teoria do
espaco fisico.

Mencionou dois resultados principais:

1.Variedades de curvatura constante sdo exactamente aquelas nas quais a livre
mobilidade de figuras rigidas é possivel.

2.Numa variedade de curvatura constante o, € sempre possivel escolher
coordenadas locais tais que o sistema métrico seja dado por

3.
2 _ aZidxl-z
47 = Widpaty
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Menciono o trabalho posterior de Riemann (1861) sobre a propagacéo do calor
num corpo homogéneo apenas de passagem. Ai Riemann introduziu o famoso
simbolo de 4 indices em segundas derivadas da métrica como critério da planura de
uma variedade métrica (riemanniana), o qual foi posteriormente identificado como
um tensor de curvatura®.

Passos em direccao a uma Teoria Topoldgica das Variedades

Agora quero regressar as distingdes basicas de Riemann entre estudos sobre
“variedades com métrica” e variedades “independentes de medigdo” ou analysis situs.
Ja na sua bem conhecida dissertacdo de doutoramento sobre a teoria das funcdes
complexas (1851), Riemann tinha lidado com questdes de analysis situs. Ai tinha
introduzido as superficies riemannianas para funcdes analiticas multi-valoradas numa
regido complexa e tinha comegado a estudar em detalhe a topologia de superficies
compactas orientadas com fronteiras. Tinha usado a disseccdo das superficies para
componentes com ligagBes simples, resultando numa classificagdo completa destas
pelo nimero de componentes de fronteira e ordem da co-relacdo (Ordnung des
Zusammenhangs) m. Esta ultima tinha sido introduzida por ele como soma alternada
do ndmero e para cortes transversais e do nimero f para componentes de ligacdo
simples

m=e—f =—y(F), [x(F) acaracteristica Euler de F].

Como é claro, um dos argumentos centrais de Riemann nesta passagem foi o
de que este nimero é independente das escolhas especificas do processo de dissec¢do
(1851, 11 e ss.).

Trés anos ap6s a sua comunicagao inaugural, na sua grande memdria sobre as
funcOes abelianas, Riemann fez uso de outra abordagem a caracterizacdo da topologia
das superficies, a partir das relagdes de fronteira de sistemas com curvas fechadas no
interior da superficie (Riemann, 1857). Desta vez estudou exclusivamente superficies
orientadas fechadas e procurou sistemas de curvas fechadas, os quais formam uma
fronteira completa de uma parte da superficie. Nesta relagdo, introduziu um conceito
apropriado de equivaléncia de sistemas de curvas, e mostrou que 0 ndmero maximo
de curvas fechadas que ndo constituem uma fronteira completa é independente da
escolha especifica de curvas, e dd uma boa classificacdo do género topolégico da
superficie. Como pdde mostrar que no caso de superficies (riemannianas) fechadas o
nimero maximo de curvas (ciclicas) fechadas independentes na fronteira é par, foi

® Uma investigacio recente neste trabalho é dada por [Farwell/Knee 1990].
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conduzido ao famoso invariante numérico 2p para estas superficies (p foi mais tarde
chamado genus por Clebsch). E, claro, mostrou como a caracterizagdo do genus é
traduzida para a “ordem de conectividade” m de (1851): pontue-se a superficie
fechada [caracteristica de Euler y(F) =2 - 2p — y(F’) = 1 - 2p], e obtém-se uma
superficie com fronteira para a qual a aplicacdo do método de disseccdo mostra que o0s
cortes transversais 2p podem ser usados para dissectar a superficie numa regiao de
conexdo simples (1857, 93 e ss.). Portanto, na terminologia de (1851), a ordem de
conectividade da superficie puncturada é m=2p — 1 [a qual de facto é — y(F’)].

Entdo, se adicionarmos as compreensfes de Riemann de (1851) e de (1857) a
sua comunicacdo inaugural, vé-se que ele, no caso bidimensional, de facto deu o
primeiro passo em direccdo a uma teoria topologica das variedades, contendo os dois
aspectos complementares de

— disseccdo em células de conexdo simples e consideragdo da caracteristica

de Euler no complexo de células;

— caracterizacdo homoldgica de superficies fechadas, contado o primeiro

numero de Betti.

Tudo isto foi discutido, a partir de diferentes pontos de vista, na literatura
historica, tal como o facto de Riemann ter comecado a pensar sobre uma
generalizacdo dos seus métodos de analysis situs a variedades com mais dimensdes
[Bollinger 1972, Pont 1974; Scholz 1980, etc.]. Deixou um fragmento do espdlio
sobre este tdpico, onde fez experiéncias com disseccdo e ideias bordistas em
variedades a mais dimensoes (Werke, 479-482).

Devo apenas acrescentar que uma investigacdo do proprio manuscrito
fragmentario (Riemann, Espdlio 16, 44", 46", 49™") apresenta algumas provas
circunstanciais de que Riemann trabalhou nestas ideias no periodo entre a sua
dissertacdo de doutoramento e a sua licdo inaugural, ndo antes nem muito depois de
1857 [Scholz 1982b]. Portanto, podemos ler os fragmentos sobre analysis situs como
um enquadramento (escondido) para a curta, e em si bastante vaga, referéncia de
Riemann a topologia das variedades na licao de 1854.

Primeiros Vislumbres de outras Estruturas Geométricas

O proximo ponto que quero discutir € a surpreendente, refinada e diferenciada
aproximagdo ao pensamento geométrico que foi aberta por Riemann, gracas ao seu
conceito de variedade. Esta visdo da geometria estava em linha com as hipdteses mais
abrangentes e profundas do pensamento geométrico durante a viragem em direccéo a
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“matematica moderna” dos finais do séc. XIX e do inicio do séc. XX. Estas mudancas
dizem respeito tanto a semantica como a estrutura interna da geometria. Do ponto de
vista da semantica, o aspecto mais impressionante no desenvolvimento do séc. XIX é
o afastamento em relacdo as teorias geométricas a partir de referéncias
predominantes, ou mesmo exclusivas, ao espaco fisico (ainda se talvez
compreendidas num disfarce filoséfico a priori). Por outro lado, um ambito de novos
campos de referéncia despertou dentro do préprio conhecimento matematico,
particularmente na andlise, &lgebra e aritmética. Associando-se a este
desenvolvimento e como seu resultado, as teorias geométricas tornaram-se mais
abstractas e mais diversificadas. E contudo, elas deviam manter-se coesas através de
ideias organizadoras centrais.

Para Riemann, a Ultima funcéo foi assumida pelo seu conceito de variedade, o
qual admitia diferentes enriquecimentos com ideias estruturais derivadas das
situacBes contextuais. Uma vez mais, foi o seu trabalho tedrico sobre fungdes, onde
desenvolveu com mais clareza (se bem que restringido ao caso real bidimensional ou
ao caso complexo a uma dimensdo) algumas ideias basicas para 0 estudo das
variedades com estruturas que iam além daquelas sobre as quais falou na sua ligdo de
1854. Mais importante, deste ponto de vista, sdo as suas investigacdes sobre funcbes
abelianas (1857), as quais contém ideias extremamente originais sobre superficies (ou
curvas, dependendo do angulo), do ponto de vista complexo analitico e/ou complexo
birracional.

Este ndo é o lugar para discutir estas questdes em detalhe’, mas aqui tenho de
mencionar duas compreensdes gerais e fundamentais de Riemann. A primeira é a sua
andlise da estrutura meromorfica de uma superficie compacta de tipo p. Riemann
caracterizou os integrais abelianos do segundo tipo através de um conjunto de
condicdes independentes (comportamento dos pélos e parte real dos periodos) usando
0 ultimo e disputado principio de Dirichlet. Num segundo passo, derivou uma
estimativa do numero de fungBes meromorficas linearmente independentes na
superficie com pélos simples em m pontos escolhidos tal como

u=>2m-—-p+1
O resultado foi mais tarde afinado pelo seu aluno Roch no teorema de
Riemann-Roch:
u=m-—-p+r+1,
(com r = numero de diferenciais abelianos linearmente independentes do
primeiro tipo, com zeros nos pontos m dados). Este foi o primeiro resultado da

"vd., p. ex., [Dieudonné 1974, pp. 42 e ss.; Gray 1989, pp. 361 e ss.; Scholz 1980, 68 e ss.]
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geometria moderna a estabelecer uma relagdo bem fundamentada entre a topologia
de uma variedade e uma estrutura mais refinada, neste caso a da analitica complexa
numa curva complexa compacta.

O proximo ponto a referir neste contexto é a compreensdo de Riemann de que
as funcdes meromdrficas numa curva podem de facto ser exprimidas como fungoes
racionais em duas delas, digamos z e t, as quais, lidas como coordenadas néo-
homogéneas em P(2, C), permitem que a curva seja representada algebricamente
como

F(z,t) =0, F € C[zt].

Isto possibilita, como Riemann claramente afirmou, estudar qualquer curva
compacta complexa de um ponto de visa puramente algébrico birracional. Em
particular, a mudanca de coordenadas de representagdo (z,t) para (z’,t") é dada por
transformagdes racionais em ambas as direcces. Além disso, Riemann indicou o
caminho em direccdo a uma estrutura puramente algébrica ligada ao seu conceito de
variedade. O desenvolvimento destas ideias levaria mais tarde, como é claro, a uma
adaptacdo do conceito subliminar de variedade ao contexto algebraico-geométrico e a
uma transformacdo em diferentes tipos de variedades algébricas. Esta é uma historia
distante do tempo de Riemann, e mais proxima do presente do que quaisquer outros
pontos aqui mencionados®.

Fundamentos da Geometria

Voltando & licdo inaugural, tem de ser dito que Riemann apenas deu breves
indicagBes de que o conceito de variedade podia ser mais desenvolvido do ponto de
vista das estruturas analiticas ou mesmo puramente algébricas®. O titulo desta
conferéncia indicava outra linha de investigagdo, nomeadamente os fundamentos da
geometria. Ndo ha davida de que apds a licdo inaugural se ter tornado acessivel a um
publico cientifico mais vasto com a sua publicacdio em 1867 (Gottinger
Abhandlungen), a rdpida recepcdo das ideias geométricas de Riemann foi muitissimo
importante e influente no debate sobre o caracter e a interpretacdo da geometria nédo-

® Vd. [Dieudonné 1974] para uma primeira perspectiva historiogréfica.

® Contudo, Riemann referiu, de passagem, que “Tais investigagBes [em analysis situs das variedades,
Erhard Scholz] tornaram-se uma necessidade para muitas areas da matematica nomeadamente para o
tratamento de fungGes analiticas multi-valoradas, e a sua caréncia é sem ddvida a causa principal de o
famoso teorema de Abel e as conquistas de Lagrange, Pfaff, e de Jacobi para a teoria geral das equacdes
diferenciais, permanecerem ha tanto tempo infrutiferas.” (Sobre as Hipoteses nas quais a Geometria se
Fundamenta, 1.1, p.162 deste dossier).
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euclidiana. Isso é verdade em particular para a influéncia de Riemann em Beltrami
(visivel pelo progresso conceptual deste Ultimo entre os seus dois escritos de 1868
sobre geometria ndo-euclidiana), em Helmholtz (ainda que também as ideias de
Helmholtz sobre a livre mobilidade como “facto” central no base da geometria
tenham sido desenvolvidas antes de ter lido Riemann) e em Clifford, apenas para dar
0s trés exemplos mais proeminentes.

De facto, a abordagem de Riemann, e em particular a sua discussdo das
variedades de curvatura constante, podem facilmente ser lidas no contexto das
investigagbes de Bolyai e Lobatchevski, pois Riemann esbogou uma sofisticada
estrutura conceptual para uma interpretacdo possivel e satisfatoria da geometria néo-
euclidiana. Surpreendentemente, ndo ha quaisquer indicacfes de que Riemann tenha
conhecido, mais do que superficialmente, o trabalho de Bolyai e Lobatchevski, e
talvez mesmo néo o tenha conhecido de todo. Consequentemente ndo se preocupou
com a potencial ligacdo intima entre as suas consideracdes e as deles. Tentarei
apresentar os principais argumentos para esta tese, a qual discuti mais em detalhe
noutro lugar [Scholz, 1982b].

Pode até ser surpreendente que na licdo inaugural de Riemann o Unico
“reformador moderno da geometria” citado pelo nome seja Legendre. Tal ajusta-se a
observacdo de que nunca na sua comunicacdo (nem em nenhum outro lado) Riemann
mencione 0 axioma das paralelas — nem sequer como um comentario comparavel
aquele que se refere a teoria topoldgica das variedades e ao seu papel na teoria das
funcdes complexas. Tal deve parecer desconsolador se se quiser tentar ver uma
referéncia consciente a geometria ndo-euclidiana no titulo de Riemann, Hipoteses nas
quais a geometria se fundamenta. E tanto mais assim quanto as duas Gltimas secdes
da segunda parte da exposicdo (sobre geometria diferencial das variedades) lidam
com variedades de curvatura constante, de modo que um comentario sobre o diferente
comportamento das paralelas, dependendo da curvatura, teria um o6bvio lugar e
contexto.

Torna-se ainda mais claro que Riemann nunca se preocupou com as questdes
fundacionais da geometria no sentido légico, quando se tem em conta a passagem no
seu Espolio, a qual foi aparentemente escrita nos anos 1852/1853, ou seja, algum
tempo, embora ndo muito, antes da sua licdo inaugural. Neste fragmento anterior a
1854, Riemann ensaiou a ideia de uma variedade e lidou com a relacdo entre o
conceito de variedade e questdes fundacionais de geometria'®. Em particular,
assinalou que um tratamento da geometria do ponto de vista das variedades tornaria

' Riemann, Espélio (16, folio 40™) publicado em [Scholz 1982b, 228-230] com uma correcgdo de E.
Neuenschwander.
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supérfluos todos os axiomas de Euclides especificamente geométricos e ofereceria a
possibilidade de reduzir os axiomas necessarios aqueles que “valem para as
quantidades em geral...”. Como Unico exemplo do que poderia ser provado dentro
desta estrutura, Riemann cita o axioma 9 de Euclides, o qual estabelece que, dados
dois pontos, existe apenas uma linha recta incidente sobre eles. Uma vez mais, o
problema das paralelas ndo é sequer citado.

No que se segue, Riemann afirmou com bastante honestidade o motivo pelo
qual estava satisfeito com este simples exemplo e porque ndo via raz&o para ir mais
longe nestas questdes fundacionais:

Mas mesmo que haja interesse em compreender a possibilidade deste modo de tratar a
geometria, a realizacdo deste Gltimo seria extremamente estéril, pois deste modo nao
encontrariamos novos teoremas, e aquilo que parece simples e claro na descricdo do
espaco, tornar-se-ia por isso complicado e dificil. (Riemann, Espdlio, 16, 40"

Este é um testemunho claro de que Riemann ndo mostrava muito interesse em
estudos detalhados sobre os fundamentos légicos da geometria, precisamente porque
presumia que eles seriam estéreis do ponto de vista de novos teoremas. Esta posicédo é
completamente compreensivel do seu ponto de vista, mas ndo é sustentavel se
estivermos familiarizados com os trabalhos de Bolyai e/ou Lobatchevski. Os estudos
deles sobre geometria absoluta e sobre geometria horociclica no caso ndo-euclidiano
[Gray 1979], para nomear apenas dois exemplos, é demasiado obviamente
incompativel com um tal veredicto de “esterilidade”.

Por outro lado, Riemann deu uma ideia de porque, em seu entender, o estudo
das variedades era realmente importante. Na exacta continuagdo da citagdo ja dada,
continua ele:

Como tal, em todo o lado se enveredou pelo caminho oposto, e cada vez que se
encontram variedades a varias dimensdes na geometria [matematica?, Erhard Scholz],
tal como na doutrina dos integrais definidos na teoria das quantidades imagindrias,
toma-se a intui¢do espacial como um auxilio. E bem sabido como assim se obtém uma
perspectiva real do assunto e como, portanto, apenas 0s pontos precisamente essenciais
séo enfatizados.

Esta citacdo concorda inteiramente com a principal linha de raciocinio na licdo
inaugural de Riemann, naquilo que diz respeito as variedades dentro das matematicas.
Se Riemann tivesse obtido um conhecimento mais profundo dos recentes estudos
fundacionais de Bolyai ou Lobatchevski durante o periodo que mediou a formulagao
destas observacao e a sua licdo inaugural, teria tido motivo suficiente para mencionar
estes novos e inesperados aspectos. Tal ndo €, contudo, o caso.
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Conceito de Variedade e Espaco Fisico

Temos de concluir que as “hipdteses nas quais a geometria se fundamenta” de
Riemann tém conotagdes diferentes das dadas nos finais de 1860 e 1870, quando o
debate sobre a geometria ndo-euclidiana estava no pico. Uma destas outras
conotagbes ja foi mencionada. Riemann muito conscienciosamente iniciou a
introdugdo da linguagem geométrica (ndo-metaférica) noutros dominios matematicos
(teoria das funcbes complexas, equacfes diferenciais, etc.) e precisava portanto de
novos conceitos fundamentais e “hipdteses” na geometria. Este foi o aspecto
puramente matematico do seu empreendimento, mantido em segundo lugar na sua
comunicacdo de 1854.

O principal marco da licdo inaugural de Riemann, por outro lado, foi a
reformulacdo dos fundamentos conceptuais da geometria fisica. Isto & tornado
totalmente claro pela arquitectura da comunicacdo e pela seleccdo de tdpicos
principais, que culminou numa proposta de como podia usar-se o conceito de
variedade para analisar mais profundamente as propriedades do espago fisico. Este
objectivo ilumina também as razdes pelas quais Riemann escolheu variedades de
curvatura constante como a Unica classe de exemplos para um tratamento mais
detalhado na sua segunda parte, sobre geometria diferencial.

A intencdo de Riemann na UGltima parte da sua licdo foi a de esbocar
metodologicamente 0 modo como o conceito de variedade podia ser utilizado para
melhorar a compreenséo do espaco fisico. Logo ao inicio dessa discusséao, ele afirma
que, para uma tal aplicacdo do novo conceito, é essencial saber qualquer coisa sobre
condicBes “suficientes e necessarias para determinar as relagcfes métricas do espago”
(tomando por garantido que o espaco fisico pode ser analisado como uma variedade
com métrica da geometria diferencial riemanniana). Variedades de curvatura
constante tornaram-se importantes neste contexto, pois nesta classe de exemplos tais
condices sdo facilmente caracterizadas.

— Se a livre mobilidade dos corpos rigidos € assumida, a curvatura é
constante, e a determinagdo da soma dos &ngulos num tridngulo por si s6
determina a curvatura e a métrica de toda a variedade.

— Se a soma dos angulos de todos os triangulos é equivalente a dois angulos
rectos, todas as curvaturas seccionais sdo zero, e 0 espaco é euclidiano (pelo
menos, localmente).

— Se nenhum destes é o caso, a determinacdo da métrica fica completamente
em aberto.
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Apos um curto excurso pelas questfes de ilimitacdo e infinitude do espago, as
quais o proprio Riemann classificou como, “para a compreensdo da natureza,
questdes indteis” (missige Fragen) (1854, p. 172 desde dossier), regressou as relacdes
métricas do espago. Considerou-as da mais elevada importancia, pois “perseguem-se
os fendmenos até ao muitissimo pequeno, a fim de conhecer as conexfes causais
mutuas, tanto quanto o microscopio queira permitir”. E “é na exactiddo com que
acompanhamos os fendmenos até ao desmedidamente pequeno que essencialmente se
funda o conhecimento das suas conexdes causais mutuas” (id.)

Aqui, uma vez mais, discutiu os indicios empiricos existentes, do ponto de
vista de uma alternativa tedrica. A principal observagdo referida (sem mencionar
nomes), foram as recentes medicOes astronomicas de Bessel (em 1838) das paralaxes
das estrelas fixas, as quais cumpriam os mais elevados padrdes técnicos da época e
que deram valores positivos para algumas estrelas (mais proximas), mas zero para a
maioria delas. Isso constitui boa prova da existéncia de grandes tridngulos de escala
astronoémica com soma de angulos 7 (se se excluirem os casos de curvatura positiva, 0
que aparentemente Riemann fez sem qualquer aviso). Riemann extraiu entdo a
conhecida concluséo:

— se se assumir a livre mobilidade dos corpos rigidos, entdo o espago é
euclidiano, com a maior precisdo possivel disponivel a época.

— se, porém, a livre mobilidade néo é sustentavel, entdo “a curvatura de todas
as porcdes de espaco mensuraveis nao [€] sensivelmente diferente de zero”,
deixando em aberto a possibilidade de drasticas alteracdes da curvatura no
pequeno, as quais sdo neutralizadas se integradas em regides maiores (1854,
ibid.).

Riemann fecha esta passagem com o0 aviso de que ndo se deve tomar a
geometria euclidiana por garantida, por muito persuasiva que ela possa parecer. O seu
argumento chega mesmo, nesta ligacédo, a lancar ddvidas sobre a aplicabilidade geral
do seu proprio conceito métrico e mostra que também os seus proprios recentes
conceitos ndo podem ser considerados como um novo tipo de a priori (neo-) kantiano.
Fez notar que “...0s conceitos empiricos, nos quais se fundam as determinagdes
métricas do espaco (a nocéo de corpo sélido e a de raio de luz), perdem a sua validade
no infinitamente pequeno”. Como tal, deve estar-se sempre aberto a uma reviséo dos
conceitos fundamentais da geometria (fisica) “enquanto ndo se lograr explicar os
fendmenos de modo mais simples” (1854, ibid.). Esta &, vista a distancia, uma
observagdo particularmente impressionante, pois a mudanca para uma métrica
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lorentziana ou semi-riemanniana na relatividade geral e especial foi uma revisdo de
conceitos fundamentais deste tipo e — para comentar esta observagdo de Riemann de
modo ainda mais anacronico — algo semelhante estd a ser hoje procurado na
investigagdo em curso da estrutura quantica do espaco(-tempo).

Tudo isto mostra claramente 0 modo como Riemann queria proceder na
elaboracdo das “hipoteses nas quais a geometria (fisica) se fundamenta”. Estas
tiveram de ser repensadas e talvez mesmo revisitadas uma e outra vez, com cada
indicio fundamentalmente novo sobre os instrumentos fisicos de medicdo métrica.
Terminou com uma curta observacdo sobre o papel da matematica neste processo:

InvestigacBes que, como a que aqui foi perseguida, partem de conceitos gerais, s6
podem ai ser Uteis se ajudarem a preservar esse trabalho de concepgdes tacanhas, e a
resguardar dos preconceitos o progresso no conhecimento das relagbes mituas entre as
coisas. (1854, p. 173 deste dossier)

Esta observacdo conduz-nos ao nosso Ultimo ponto, a definicdo filosofica que
Riemann d4 da fungéo da matemética no conhecimento da realidade fisica.

A Epistemologia riemanniana das Matematicas

Riemann ndo era obviamente nem um empirista, nem um kantiano. Podia,
contrastando por exemplo com Gauss, ir facilmente além dos limites restritivos da
geometria euclidiana, visto ter desenvolvido uma boa compreensio da filosofia
dialéctica alemd pds-kantiana, em particular através dos seus extensos e detalhados
estudos da filosofia de Johann Friedrich Herbart (1776-1841). De facto, Herbart tinha
defendido uma linha filosofica paralela, a qual era essencialmente realista na sua
metodologia e ontologia, sem perder 0s seus compromissos com a dialéctica na sua
epistemologia. Isto aproximou-a mais das linhas de pensamento dos cientistas do que
da filosofia idealista alema convencional da época. Nao posso entrar aqui em muitos
detalhes'!, mas quero delinear alguns dos aspectos filos6ficos subjacentes ao trabalho
matematico de Riemann, os quais foram profundamente influenciados por Herbart e,
sem ddvida, com uma importancia geral maior para o seu trabalho do que apenas a
vaga referéncia as “formas seriais” de Herbart.

Antes de mais, 0 pano de fundo herbartiano deu a Riemann uma visdo pos-
kantiana da epistemologia. Herbart, contrastando com os dialécticos idealistas da
época, viu o papel do desenvolvimento dialéctico sobretudo na formacéo de conceitos

™ para este assunto, vd. [Scholz 1982a].
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e na metodologia do conhecimento. Ndo era dialéctico, tanto quanto respeita a
ontologia. Sabemos, através do espdlio de Riemann, que este estudou exactamente,
com intensidade e no essencial, concordando, aquelas partes que eram constitutivas
na epistemologia de Herbart*2. Tal formou o enquadramento para o desenvolvimento
da propria posicdo dialéctica de Riemann com respeito a epistemologia,
explicitamente afirmada, por exemplo, nos fragmentos filosoficos publicados por
Weber nas Werke de Riemann (521-525).

Consequentemente, Riemann ndo partilhava da visdo kantiana restritiva de
uma Unica estrutura determinada de conhecimento sintético a priori, na qual a
matematica, de acordo com Kant, constitui uma parte essencial. Para Riemann nao
havia lugar para uma deducdo das formas transcendentais da cognicdo puramente a
priori*®. Mas, por outro lado, também n&o sucumbiu as armadilhas do empirismo. O
conhecimento tedrico, em particular a teoria matematica, na medida em que constitui
uma estrutura para o conhecimento cientifico, tem, de acordo com Riemann, um papel
naquilo que quero chamar um a priori relativo ou dialéctico, com respeito ao
conhecimento empirico.

— Este conhecimento é a priori, porque nunca pode ser derivado por indugao,
generalizagdo, ou mesmo idealizagio directa a partir da experiéncia. E constituido por
uma criacdo conceptual deliberada e serve como sistema teorico de referéncia para
investigacdes empiricas e, como tal, tem um papel formativo na cogni¢gdo do mundo
empirico.

— Por outro lado, este conhecimento é relativo e dialéctico. A sua estrutura
ndo € inteiramente determinada, ou seja, ha lugar para escolhas tedricas no processo
de geragéo de conceitos, e estas escolhas séo feitas tendo em consideragéo as provas
empiricas disponiveis. Téo pouco ¢ estavel no tempo; € sujeito a mudancas durante o
processo historico de refinamento do conhecimento. Refinamento (termo de Riemann)
pode ser entendido como uma expressdo pragmatica para um tipo de mudanca
conceptual que ultrapassa a antiga estrutura sem destruir completamente a validade
desta dltima. Como tal, partilha o aspecto caracteristico da negacdo dialéctica
<Aufhebung>, mesmo se apresentada numa linguagem menos elaborada.

2 Riemann, Espélio (16, 59", 64", 141" — vd. [Scholz 1982a] — e a propria auto-descricio de Riemann: “O
autor [Riemann, Erhard Scholz] é herbartiano em psicologia e epistemologia [...]; na maior parte dos casos
ndo pode concordar, contudo, com a filosofia natural de Herbart e com as disciplinas metafisicas (ontologia
e sinecologia) que a elas se referem.” (Riemann, Werke, 508)

* A tendéncia anti-kantiana da comunicagio de 1854 de Riemann é discutida com maior detalhe por
[Nowak 1989].
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Ambos 0s aspectos eram ja inerentes a epistemologia de Herbart, mas foram
formulados por Riemann nos seus fragmentos epistemoldgicos como uma sua posicao
propria'®. A matematica desempenha, de acordo com Riemann, um papel critico
essencial. Ela deve assegurar que a cognicdo da realidade “...[é] preserva[ada] [...]
de concepcdes tacanhas, e resguarda[da] dos preconceitos [...] no conhecimento das
relagBes mutuas entre as coisas..” (citagdo completa acima). E evidente que para
Riemann a funcéo critica das investigagcbes matematicas ndo se restringe a minar a
validade dos antigos conceitos, mas estabelece também conceitos novos e mais
amplos.

Este ponto de vista permitiu a Riemann conceber uma revisdo tdo fundamental
da estrutura conceptual do espaco fisico como a que foi dada na sua licdo inaugural.
Sabemos que Gauss pensou sobre a necessidade de ir além da perspectiva kantiano-
euclidiana, mas que nunca se atreveu emergir com uma tal posicdo perante o publico
cientifico. Riemann conhecia as mudangas que tinham tido lugar no terreno filosofico
durante o inicio do século e usou-as como um sistema de referéncia positivo para as
suas proprias propostas com respeito a geometria fisica.

Ha ainda um ponto a acrescentar. A clara orientacdo conceptual de Riemann, a
qual o levou a enunciar conceitos centrais nas diferentes areas da matematica sobre as
quais trabalhou (variedades em geometria, superficie riemanniana em teoria das
funcdes, o integral de Riemann na teoria da convergéncia de séries trigonométricas,
etc.) estava também muito em linha com o conceito de Herbart de estudos filos6ficos
das ciéncias. Herbart, sendo um dos filosofos alemées da pedagogia nas primeiras
décadas do séc. XIX, tinha visto uma ligagdo prdéxima entre filosofia, estudos
filoséficos das ciéncias e um tipo de reforma social que foi promovida pelo estado,
porém levada a cabo por uma classe de homens com formac&o (cientifica). De forma
a preencher uma tal funcdo, as ciéncias ndo deviam ser levadas a cabo num estilo
predominantemente técnico, mas estudadas no que ele chamou espirito filosofico. Isto
levou Herbart a postular uma procura continuamente renovada por, e uma elaboracéo
de, conceitos centrais nas diferentes disciplinas cientificas. De facto, as ciéncias
deviam organizar-se em torno de conceitos centrais <Hauptbegriffe> (Herbart 1807).
A propria filosofia devia entéo cultivar as ligacdes e dissolver possiveis contradigdes
entre 0s conceitos centrais das diferentes areas cientificas. Por uma tal comunicacao,

14« Nos conceitos através dos quais concebemos a natureza, ndo apenas as nossas percepcées sio, em

cada momento, complementadas, mas também as percepg¢des futuras sdo descriminadas como necessarias,
ou, na medida em que o sistema conceptual ndo estiver suficientemente completado para esse fim,
determinadas como provaveis...” E, um pouco a seguir: “...0s sistemas conceptuais que as subjazem agora
[as ciéncias exactas, Erhard Scholz], foram formadas por mudanca gradual de sistemas conceptuais mais
antigos, e as razdes que resultaram em novos modos de explicagdo podem ser reduzidas a contradi¢des ou
improbabilidades surgidas nas formas mais antigas de explicagdo.” (Riemann, Werke, 521)
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sistematica mas aberta, entre os estudos filoséficos da ciéncia e a prdpria filosofia,
ciéncia e filosofia seriam capazes de satisfazer as suas Bildungsauftrag, as suas
obrigagbes educacionais. Riemann tinha estudado intensivamente e extraido estes
comentarios de Herbart, como sabemos a partir do seu Espdlio [Scholz 19822, p. 424
e ss.]. Isso parece ter-lhe dado uma espécie de espelho para a auto-reflexdao sobre a
tarefa e 0 método das matematicas.

O trabalho matematico de Riemann estd penetrado por uma tdo profunda
orientacdo conceptual que ndo pode ser melhor caracterizado do que como “estudo
filoséfico das matematicas” no sentido herbartiano. E até se langa alguma luz sobre a
relacdo entre matematicas e ciéncias fisicas, tais como vistas por Riemann, quando se
substitui a matematica pela filosofia na rede herbartiana de comunicagdes das ciéncias
e da filosofia. De facto, Riemann fez na sua li¢do inaugural o que os filésofos deviam
fazer, de acordo com Herbart, com respeito as disciplinas cientificas. Ele investigou o
conceito central de variedade, que pode ser encontrado em diferentes ciéncias
matematicas e fisicas, a fim de clarificar as ligagbes entre as suas diferentes
especificacOes, dissolver possiveis contradi¢des e construiu-o, a fim de assegurar a
possibilidade de posteriores progressos no conhecimento cientifico.

Portanto, encontramos, uma vez mais, uma profunda convergéncia de ideias
entre Herbart e Riemann a este nivel metodoldgico, com referéncia a mais genérica
descricdo da tarefa da investigagdo matematica. Esta convergéncia conduz-nos a
suposicdo de que Riemann, nas suas investigacbes matematicas, tomou, para
investigacdes cientificas, orientacBes que foram desenvolvidas por Herbart, entre
outros, a um nivel filosofico, e as quais significam uma influéncia social e cultural
mais ampla nas ciéncias e matematicas na primeira metade do séc. XIX.

(Tradugéo de S. Varela Sousa)
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